582206 Laskennan mallit (syksy 2010)
2. kurssikoe, ratkaisuja

Tehtavan 1 tarkasti Juha Kéarkkdinen, tehtavin 2 Jyrki Kivinen ja tehtdvan 3 Esa Junttila.
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Arvostelu:

Tehtévissa on sallittu seké tulkinta 0 € N ettd 0 ¢ N. Vilimuodosta, jossa esimerkiksi m
voi olla nolla mutta k ja n eivit, on vihennetty puoli pistettd. Yleisesti pikkuvirheistd on
vahennetty neljannespiste tai puoli pistettd ja isommasta virheestd piste.
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Arvostelu:

Tehtavinannossa mainittu paiateaakkosto ei sisilla merkkejd @) ja e ja niitd merkkeji si-
saltavia sadnnollisid lausekkeita ei siis pystyta tuottamaan. Niiden mukaan ottamisesta ei
kuitenkaan rangaista. € on talloin ongelmallinen, koska se voidaan tulkita joko padtesym-
boliksi tai tyhjaksi merkkijonoksi. Arvostelussa on kdytetty aina suotuisinta tulkintaa.
Saannollisia lausekkeita voi kieltd muuttamatta muokata mm. lisiamalla sulkuja, monista-
malla *-operaattoria tai jattamélla o-operaattori merkitsematté. Siis esimerkiksi 0 o 1* ja
((0)1**) kuvaavat saman kielen. Tehtévéssa ei ole edellytetty, ettd kielioppi tuottaa kaikki
néin saatavat variaatiot. Epayhtendisyydesta tassa suhteessa vihennetddn kuitenkin puoli
pistetta.

Monessa vastauksessa oli ongelmana, ettd ne eivit pysty tuottamaan mielivaltaisen sy-
vié sisdkkaisia lausekkeita. Téllaisesta vastauksesta on tyypillisesti saanut yhden pisteen.
Vahemman merkittavalla tavalla virheellisestd vastauksesta on tyypillisesti saanut kaksi
pistetta.

(c) Pinoautomaatti:
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Merkkijonon aabcc vasen johto (muita johtoja ei olekaan):
S = aSc=aaScc= aalcc = aabTcc=-aabcc

Pinon siséllot ja lukematta oleva sydte hyviksyvissa laskennassa:

(tyhja) aabce
$ aabcc
S$ aabcc
c$ aabcc
Sc$ aabcc
aSc$ aabcc
Sc$ abcc
cc$ abcc
Scc$ abcc
aScc$ abcc
Scc$ bee
Tcc$ bee
Tcc$ bee
bTcc$ bee
Tcc$ cc
cc$ cc
c$ c
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Arvostelu:

Pisteistd noin puolet tulee automaatista ja toinen puoli johdosta ja simulaatiosta. Pikkuvir-
heestd vahennetéddn neljannespiste. Tyypillisid pikkuvirheitd ovat vaarin merkityt siirtymat au-
tomaatissa ja puuttuvat vilivaiheet johdossa tai simulaatiossa. Jos johdon sijasta on annettu
jdsennyspuu, tastd on vahennetty puoli pistettd. Muulla tavalla kuin mainitulla menetelmalla
tuotetusta automaatista on vahennetty piste.

. Huom. tehtéviissi oli virhe: kuvattu ongelma on nimeltdén solmupeite (vertex cover), ei do-
minoiva joukko (dominating set). Tall4 ei sindnsé ole vaikutusta ratkaisuun. Ratkaisu on téssé
esitetty tehtavissa kuvatulle ongelmalle, jolle yleensa kéytetddn merkintda VC.

(a) Kieli DS voidaan tunnistaa epddeterministisessi polynomisessa ajassa seuraavasti:
i. Jos sy6te ei ole muotoa (G, k), missd G = (V, E) on verkko ja k on luonnollinen luku,
niin hylk&a.
ii. Alusta V — 0.

iii. Jokaisella v € V valitse epddeterministisesti: joko lisda v joukkoon V' tai pidd V' ennal-
laan.

iv. Jos |V| # k, niin hylkés.

v. Toista kaikilla (u,v) € E: jos u € V ja v € V, niin hylkaa.
vi. Hyvéksy.
Siis DS € NP.



3.

(b) Koska DS on NP-tdydellinen, sille on olemassa polynomisessa ajassa toimiva (determinis-
tinen) ratkaisualgoritmi, jos ja vain jos P = NP. Tadm# koskee my0s vastaavaa etsintdon-
gelmaa, jossa on annettu verkko G ja halutaan 16yt&4 pienin kelvollinen solmujoukko V.
Kaytannossé yleenséd halutaankin ratkaista nimenomaan tdmé etsintdongelma. Mahdollisia
lahestymistapoja ovat mm. ei-polynomiset algoritmit (riittévin pienilla verkoilla), approk-
simointialgoritmit (jotka 16ytavit solmujoukon, joka todistettavasti ei ole kovin paljon suu-
rempi kuin optimaalinen) ja erilaiset heuristiikat, jotka toimivat nopeasti ja voivat tuottaa
kelvollisia ratkaisuja mutta joiden toimivuudesta ei ole takuita.

(c) Téllainen on esimerkiksi luennoilla kasitelty Turingin koneen hyviksymisongelma
Ary = {{(M,w) | M on Turingin kone, joka hyviksyy syotteen w }.

Koska kieli on tunnistettava, on olemassa Turingin kone, joka tunnistaa sen, ts. hyvik-
syy kieleen Aty kuuluvat merkkijonot, ja kieleen kuulumattomilla merkkijonoilla joko
hylkda tai menee ikuiseen silmukkaan. Ei-ratkeavuudesta seuraa, ettd ikuinen silmukka
-vaihtoehdosta ei padstd eroon: mikd tahansa kielen Ay tunnistava Turingin kone jéa
ikuiseen silmukkaan joillain syotteilld. On siis mahdotonta laatia sellaista algoritmia, jo-
ka pysédhtyisi kaikilla syotteilld ja ratkaisisi, pysdhtyyko annettu Turingin kone annetulla
syotteelld.

Arvostelu: Kohdassa (a) oleellista on epideterministisen laskennan perusajatus. Sen takia rat-
kaisut, joissa on yritetty kehittdd ongelmaan determinististd algoritmia, ovat antaneet nolla pis-
tettd. (Ehdotetut deterministiset algoritmit ovat luonnollisesti kaikki olleet ei-polynomisia tai
virheellisen tuloksen tuottavia.)

Kohtien (b) ja (c) muotoilu oli sellainen, etta niihin ei ole mitdén yksikésitteistd oikeaa vastausta.
Pisteitd on annettu melko avomielisesti vastauksista, jotka osoittavat opiskelijan ymmartdneen
peruskisitteet. Esim. (b)-kohdasta on voinut saada tdydet pisteet, jos on selittdnyt (hyvin),
miten ongelman ratkaiseminen liittyy P = NP7”-ongelmaan.

(a) Véite: Yhteydettomien kielten luokka ei ole suljettu leikkauksen suhteen.
Todistus: Yhteydettomien kielten luokka on suljettu leikkauksen suhteen, jos ja vain jos
kaikkien yhteydettomien kielten leikkaukset ovat yhteydettomia. Merkitddn annettua ei-
yhteydellista kieltd kieltd L = {0"1"0"1™ | n € N} ja muodostetaan vastaesimerkki, jossa
yhteydettomien kielten leikkaus on ei-yhteydeton kieli L.

Maaritelldan seuraavat kielet

A {0"1%0%1% | 4,k € N}
B = {0'190%1% | 4,5,k € N}.

Kielet A ja B ovat yhteydettomié, silld ne voidaan muodostaa seuraavilla yhteydettomilla
kieliopeilla (kielid vastaavat 1lahtosymbolit ovat S4 ja Sg)
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Nyt AN B = L. Yhteydellisten kielten leikkaus ei siis ole aina yhteydellinen, mikéa todistaa
viitteen. [

Arvostelijan EJ huomioita a)-kohdasta (3 pistettd):
Pisteytyksen suuntaviivat:
e -+1 piste: vastauksen rakenne on johdonmukainen, vastaukseen on kirjoitettu tarpeel-
linen johdatteluteksti ja sanalliset perustelut.
e {1 piste: vastaesimerkkiin soveltuvat yhteydettomaét kielet keksitty.



e 0,5 pistetté: valittujen kielten yhteydettomyys osoitettu (esim. antamalla yhteydet-
toméat kieliopit)
e 0,5 pistetti: valittujen kielten leikkaus muodostettu oikein (annettuna valitut kielet)
e —7 pistettd: sekavuudesta, monitulkintaisuudesta, epatdasmallisyydesté, vaarinkasityk-
sistéd, huonosti ymmarrettavista kielesté, epéselvista kisialasta ja vastaavista heiken-
tavista seikoista.
Vaihtoehtoisesti vastaesimerkin voi muodostaa my&s kolmen yhteydellisen kielen leikkauk-
sesta.

Harmillisen yleinen virhe (joukko-opin alkeet) oli viittdi, ettd seuraavien kielien A ja B
leikkaus olisi L.

A={0"1"0"1" | m,n €N} ja B={0"1"0"1" | m,ne N}
A={0"1"|neN}jaB={0"1"|neN}

A={0"1"0°1" | n,i,k e N} ja B = {01%0"1" | n,i,k € N}
Kahdessa ensimmaéisessé tapauksessahan A = B = A N B, joten vastaesimerkki ei toimi.
Virheet: konkatenaatio ja leikkaus sekoitettu keskendén; joukoissa A ja B kiytetyt muut-
tujat m ja m oletettu vakioarvoiksi tai muuten riippuvaisiksi toisistaan. Kolmannessa ta-
pauksessa leikkauskieli on {01110’“1]“ | i,k €N }, koska joukkojen médrittelyissa kiytetyt
muuttujat n,i ja k ovat toisistaan riippumattomia.
Viite: Yhteydettomien kielten luokka ei ole suljettu komplementoinnin suhteen.

Todistus: Tehd&dén vastaoletus, ettd yhteydettomien kielten luokka on suljettu komple-
mentoinnin suhteen. Olkoot A ja B mielivaltaisia yhteydettomié kielid. De Morganin lain

mukaan AN B = AU B. Tunnetusti yhteydettémien kielten yhdiste on yhteydeton, ja vas-
taoletuksen mukaan myo6s yhteydettomén kielen komplementti on yhteydeton, joten AN B
on yhteydetén. Yhteydettomien kielten luokka on siis suljettu leikkauksen suhteen, mika
on ristiriita a)-kohdan tuloksen kanssa. Siis vastaoletus on véérin ja viite tosi..]
Arvostelijan EJ huomioita b)-kohdasta (3 pistetti):
Pisteytyksen suuntaviivat:
+1 piste: vastauksen rakenne on johdonmukainen, vastaukseen on kirjoitettu tarpeel-
linen johdatteluteksti ja sanalliset perustelut.
e +1 piste: todettu ja kiytetty yhteydettomien kielten sulkeumaominaisuutta yhdisteen
suhteen
e |1 piste: havaittu AN B = AU B ja todistuksen yksityiskohdat kunnossa
e —7 pistettd: sekavuudesta, monitulkintaisuudesta, epatasmallisyydesté, vaarinkasityk-
sistd, huonosti ymmarrettavista kielesté, epaselvasté kisialasta ja vastaavista heiken-
tévista seikoista.

Vaihtoehtoinen vastaus: médritellifin jokin kieli A, muodostetaan sen komplementti A ek-
splisiittisesti joukkonotaatiolla ja osoitetaan, etts kielistd A ja A yksi on yhteydetdn ja toi-
nen ei-yhteydeton. Harmillisen yleinen virhe oli virheellinen komplementtikielen méaérittely
— yleensd komplementtiin sisdllytettiin vain osa siihen kuuluvista merkkijonoista.

Lause: Kieli D={ (M) | (M) & L(M) } ei ole Turing-tunnistettava.

Todistus: Tehddsdn vastaoletus, ettd kieli D on Turing-tunnistettava. On siis olemassa
jokin Turingin kone, jonka tunnistama kieli on D. Olkoon Mp téamé kone ja L(Mp) = D
sen tunnistama kieli. Tarkastellaan, hyviaksyyko kone Mp syoOtteen, joka on koneen oma
merkkijonoesitys { Mp ).

(Mp) € L(Mp) < (Mp) € D<= (Mp) ¢ L(Mp)

Ensimmaéinen ekvivalenssi seuraa Turingin koneen Mp valintakriteeristd ja toinen ekviva-
lenssi kielen D mééritelméstéd. Seurauksena on ristiriita sille, kuuluuko ( Mp ) koneen tun-
nistamaan kieleen L(Mp) vai ei. Kone Mp ei siis tunnistakaan kieltd D, joten vastaoletus
on vadrin ja véite oikein.[]



Arvostelijan EJ huomioita c)-kohdasta (3 pistett):

Kyseinen kieli D on luennoillakin esitelty laskennallisesti hankala diagonaalikieli. Yleista
diagonaalimenetelméd kiytetddn tuottamaan vastaesimerkkejé tilanteisiin, joissa erilaisia
ongelmia on "enemman” kuin ratkaisuja. Esimerkiksi reaalilukujen ylinumeroituvuus voi-
daan osoittaa olettamalla numeroituvuus ja muodostamalla sitten vastaesimerkki (reaalilu-
ku) diagonaalimenetelméilld. Téssé diagonaalikieli osoittaa, ettei kaikkia kielid voida tunnis-
taa Turingin koneilla, milld on merkittévia seurauksia laskennallisten ongelmien ratkaisulle
tietokoneilla.

Pisteytyksen suuntaviivat:

e -+1 piste: vastauksen rakenne on johdonmukainen, vastaukseen on kirjoitettu tarpeel-
linen johdatteluteksti ja sanalliset perustelut.

e +1 piste: Turingin koneen Mp merkkijonoesitysta ( Mp ) kiytetty syotteend

e 1 piste: todistuksen viimeistelyn yksityiskohdat ja ristiriidan osoittaminen

e —7 pistettd: sekavuudesta, monitulkintaisuudesta, epatiasmallisyydesté, vaarinkasityk-
sistéd, huonosti ymmarrettavista kielesté, epéselvista kisialasta ja vastaavista heiken-
tévista seikoista.

Arvostelijan EJ yleisid huomioita tehtidvasta 3

e Tilla kertaa lyhimmét todistukset perustuivat vastaoletusten kumoamiseen ja vastae-
simerkkien keksimiseen. Joskus tdmé on ainoa vaihtoehto, mutta tavallisesti suositaan
ns. konstruktiivista todistusta, jossa oletukset ja tunnetut tulokset todistavat vaitteen
suoraan ilman ristiriitoja. Konstruktiiviset todistukset ovat tavallisesti helpompia seu-
rata ja vihemmaén virhealttiita.

e Todistusyritysten heikko kirjallinen taso yllatti. Todistus on vakuuttava perustelu vdiit-
teen paikkansapitivyydestd ja tarkoitettu luettavaksi kelle vain, jolla on riittévat en-
nakkotiedot. Jos todistusta néytetdan kanssaopiskelijalle, hanen tulisi uskoa vaite eh-
doitta, eikd mitdan epéselvyyksid tulisi ilmeté. Jotta tdhén paéstéisiin, todistus vaa-
tii seurakseen johdattelevaa tekstid, joka kertoo lukijalle todistuksen kulun. Muuten
todistus jaa irrallisten matemaattisten merkintojen sekamelskaksi, jonka siséllon vain
kirjoittaja itse voi tulkita (eiké siis kelpaa todistukseksi). Periaate on sama kuin suo-
men kielen puhumisessa tai kirjoittamisessa: viestin vélittdminen lukijalle niin selkeésti
kuin mahdollista.

e Sanojen selvdsti ja triviaali kdyttoa tulisi valttaa, silla kirjoittaja voi muuten vaikuttaa
ylimieliselta.

e Romanian kielen kurssista ei paése lépi ilman kielen huolellista opettelua. Vastaavasti
puutteet matematiikan kielitaidossa vaikeuttavat lapipaédsya matemaattisilla kursseilla,
joihin Laskennan mallitkin osittain kuuluu.



