582206 Laskennan mallit (syksy 2010)
1. kurssikoe, ratkaisuja

1. [2+2+2 pistetta] Saannollisissé lausekkeissa on kiytetty tuttua lyhennysmerkintdd ¥ = (aUDb).

(a) merkkijonot, joiden kaksi ensimmaéistié merkkid ovat joko "ab” tai "ba”: deterministinen
adrellinen automaatti

b

saannollinen lauseke (ab U ba)>¥*
(b) merkkijonot, jotka padttyvit "bab™ epadeterministinen &éirellinen automaatti

a, b

sdannollinen lauseke X *bab

(c) merkkijonot, joissa a- ja b-merkkien lukumé&érien erotus on tasan kolmella jaollinen.

0

Saannollinen lauseke on ehké helpoin muodostaa tarkastelemalla automaatin polkuja alku-
tilasta takaisin alkutilaan kiymatté vililla alkutilassa. Hyvéiksyvissé laskennassa on perdk-
kéin nolla tai enemmaén téllaisia polkuja. Jakamalla ne neljdén eri tapaukseen ensimmaéisen
ja viimeisen merkin perusteella saa lausekkeen

a(ab)*b U b(ba)*a U a(ab)*aa U b(ba)*bb.

Jos ei halua kiyttad automaattia apuna, sdédnnéllisen lausekkeen voi muodostaa esim. seu-
raavasti: Jos w on kieleen kuuluva merkkijono, jaectaan se osajonoihin w = wy ... w,,, missa
kaikilla ¢ merkkijonossa w; a-merkkien ja b-merkkien lukuméé&rien erotus on kolmella jaolli-
nen, mutta millddn merkkijonon w; alkuosalla néin ei ole. Siis merkkijonossa w; a-merkkien
ja b-merkkien lukumé&érien erotus on —3, 0 tai 3.

Tarkastellaan tapausta, ettd w; alkaa merkilld a; merkilld b alkava tapaus on symmetrinen.

e Jos seuraava merkki on b, niin w; paéttyy siihen.
e Jos seuraavat kaksi merkkid ovat aa, niin w; paattyy siihen.



e Jos w; alkaa aab ja a- ja b-merkkien lukumé&érien erotus on 3, sen viimeinen merkki on a.
Siis w; = aabw’a. Merkkijonon w’ on oltava muotoa a(ba)*, koska muuten lukuméérien
erotus menisi nollaan tai kolmoseen ennen w;:n loppua.

e Jos w; alkaa aab ja a- ja b-merkkien lukumé&irien erotus on 0, sen viimeinen merkki
on b. Siis w; = aabw”b. Merkkijonon w” on oltava tyhji tai muotoa a(ba)*b, koska
muuten lukuméérien erotus menisi nollaan tai kolmoseen ennen w;:n loppua.

Yhdistamaélla edelliset nelja vaihtoehtoa ja toistamalla saadaan sddnnoéllinen lauseke
(ab U ba U aa(ba)*(a Ubb) Ubb(ab)*(b U aa))"

(Tamékin lauseke on ehké helpompi ymmértaé tarkastelemalla automaatin polkuja.)

Arvostelu: Kustakin virheettémésta automaatista ja lausekkesta saa yhden pisteen. Pikkuvir-
heestd vihennetdin neljannespiste, isommasta puoli. Tyypillisié pikkuvirheité olivat (a)-kohdan
lausekkeesta unohtuneet sulut ja (b)-kohdan DFA:n (ei siis malliratkaisun NFA:n) virheelliset pa-
luusiirtymét. (c)-kohdassa voi saada neljannespisteen ratkaisusta, joka on selvéisti vidrin, mutta
siséltad oikeita elementtejé.

2. [1+5 pistettd]

(a) Annettu automaatti:

- 20O

Automaatin tunnistama kieli koostuu kaikista aakkoston { a, b } merkkijonoista, jotka paat-
tyvat merkkiin a. S&dnnollinen lauseke: (a U b)*a.

@ b Uaa*b

(b) Lisitddn alku- ja lopputila:

Poistetaan yksi tila:

aa

Poistetaan toinen tila:



Séénnollinen lauseke on (b U aa*b)*aa*.
Kommentti: Alkuperdisen automaatin kaksi tilaa voi poistaa kahdessa jéarjestyksessa. Vaih-
toehtoinen poistamisjéirjestys tuottaa sddnnollisen lausekkeen b*a(a U bb*a)*.

Arvostelu: a)-kohdassa annettiin puoli pistettd sanallisesta kuvauksesta sekd puoli pistettd
sdannollisestd lausekkeesta, jos ne vastasivat tunnistettavaa kielta.

b)-kohdassa jaettiin yksi piste kustakin seuraavasta kohdasta:

e Muodostettu GNFA, jossa on uusi alkutila ja uusi lopputila.

e Tilat poistetaan yksi kerrallaan.

e Ensimmaéinen poisto oikein.

e Toinen poisto oikein. (riippumaton siitd, oliko ensimméinen poisto oikein vai ei)

e Lopullinen sdannéllinen lauseke vastaa tunnistettavaa kielté.

Pisteitd vahennettiin myGs seuraavin perustein: epéselvd teksti, monitulkintaisuus ja yleinen
sekavuus ajatuksenjuoksussa.

Joissakin tapauksissa sddnnolliseen lausekkeeseen oli paddytty kiyttamalld jotakin muuta kuin
kirjassa esitettyd menetelméd. Naméi ratkaisuyritykset tuottivat ldhes poikkeuksetta virheellisen
lopputuloksen, eiki niistd annettu yhtddn pisteitd. Vaikka sdannollinen lauseke vastasi tunnis-
tettavaa kieltd, arvioitiin myos, kéviké néin vain sattumalta.

Yleisia virheitd: menetelman ainoa operaation ei ollut hallussa ja tuotetut lausekkeet eivét vas-
tanneet tunnistettavaa kieltd. Monesti myds todettiin, ettd kieli pddttyy merkkiin a, miki on
virhe, silld vain kielen sisdltdmat merkkijonot padttyvit merkkiin a, ei kieli sindnsé. Virheel-
liset sdannolliset lausekkeet kummeksuttavat arvostelijaa, silld niiden tarkistaminen olisi ollut
helppoa.

. |6 pistettd] Viite: Aakkoston {a,b } kieli
A={ambPa"b? | m+n=p+gq}

el ole sdannollinen.

Todistus: Tehddédn vastaoletus, ettd kieli A on sddnndllinen. Sadnnollisyydestd seuraa, ettéd
kielelli A on jokin pumppauspituus & € N. Muodostetaan merkkijono s = a¥b*Falb!, jossa k on
mielivaltainen. Koska s € A ja |s| > k, niin pumppauspituuden mééritelmén mukaan merkkijono
s voidaan jakaa sellaisiin osiin s = xyz, etta

(a) zy'z € A kaikilla i € N
(b) ly[>0
(c) |leyl < k.

Olkoot z, y ja z tdméin mukaiset. Koska |zy| < k ja |y| > 0, niin kaikki mahdolliset jaot ovat
muotoa x = a” ja y = al, missd r +t < k ja t > 0. Talléin z = a¥~"~*b*ab. Valitsemalla i = 2
saadaan zy'z = xy’z = a"a?*aF~""tbFab = aFt*bFab & A, miki on ristiriita pumppausominai-
suuden kohdan (a) kanssa. Siis vastaoletus saannollisyydestd on virheellinen eli kieli A ei ole
sdannéllinen. O

Kommentti: Oletetaan, ettéd kielen méarittelyn muuttujille patee m, p,n, ¢ € N. Koska muut-
tuja p on jo kdytossi kielen A maarittelyssé, malliratkaisu kiyttada pumppauspituudelle symbolia
k sekaannusten valttdmiseksi.



Valittu merkkijono s ei ole ainoa toimiva valinta, esimerkiksi a¥b*a¥b* ja akb*a’b? toimivat
myos.

Arvostelu:

Seuraavista téytetyistd kohdista sai yhden pisteen kustakin.

e Maininta vastaoletuksesta: kieli A on sdannoéllinen. Tasté seuraa pumppauspituus k.

e Merkkijono s valitaan niin, etté ehdot s € A ja |s| > k pétevit.

Valittu merkkijono s kelpaa onnistuneeseen todistukseen.

Merkkijonon s jako osiin s = xyz on tehty ehtojen mukaisesti |y| > 0 ja |zy| < k.

Jakoon kuuluvan merkkijonon y muotoilu mielivaltaisille ehdot toteuttaville jaoille s = zyz.

e Vastaesimerkin tuottaminen ja loppupédatelmé kielen A sddnnollisyydesta.

Téysiin pisteisiin riitti my0s vastaus, jossa osoitettiin, ettd mikdan ddrellinen automaatti ei ky-
kene tunnistamaan kieltd A. Téadellinen todistus perustui kielen A tunnistavan &érellisen au-
tomaatin rakenteeseen, josta johdettiin ristiriita sille, kuuluvatko tietyt merkkijonot kieleen A.
Tama tuli osoittaa mielivaltaiselle tilojen méérille ¢, jolloin kielen A tunnistavaa &dérellista au-
tomaattia ei ole olemassa. Vastaukset, joissa oli todettu vain tdmén todistuksen intuitio, olivat
vhden pisteen arvoisia. Myos muut pelkkdén intuitioon nojaavat todistusyritykset saivat yhden
pisteen.

Lisdksi pisteitd vahennettiin seuraavin perustein: epéselvd matemaattinen notaatio, sanallisen
argumentoinnin puute ja ajatuksenjuoksun epédjohdonmukaisuus.

Pumppauslemman tulkitseminen kahden pelaajan K ja E pelind hyviksyttiin tdméan tentin yh-
teydessé, joskin tehtévin arvostelija suosittelee pumppauslemman kdyttdmista jatkossa sellaise-
naan. Symbolin p kiyttdmisestd pumppauspituudelle ei talld kertaa sakotettu, vaikka symbolia
p oli jo kiytetty toisessa merkityksessa kielen A méarittelyssa.

Yleisia virheitéd: merkkijonoa s ei osattu muodostaa, kielen méérittelyn muuttujat m,p,n,q oli
sotkettu mukaan merkkijonon s muodostukseen, tarkasteltiin vain yhtd jakoa s = xyz kaikkien
mahdollisten jakojen sijaan, sekavuus todistusten esitysmuodossa, ei-formaalit késienheilutte-
luargumentit ja ennen kaikkea epdjohdonmukaiset ajatusketjut ilman perusteluita.

4. |2+4 pistettd) Madritellddn, ettd kieli A on symmetrinen, jos AR = A.

(a) Kaikki symmetriset kielet eiviit ole saannoéllisid. Esim. kieli {0710 | n € N} tiedetéén ei-
sadannolliseksi, mutta se on selvisti symmetrinen.

Kaikki sdédnnolliset kielet eivét ole symmetrisid. Esim. kieli { 01 } on sdédnnollinen, mutta ei
symmetrinen.

(b) Viite: Symmetristen kielten luokka on suljettu yhdisteen suhteen.
Todistus: Olkoot A ja B symmetrisid. Nyt

we(AUB® o wRecAUB
& wleAtaiw®eB
& we AR tai w € B®
& weAtaiwe B
& we AUB,

missi askel 4 kiiytti hyviksi kielten A ja B symmetrisyytti. Siis (AUB)® = AUB eli AUB
on symmetrinen. O

Sen sijaan symmetristen kielten luokka ei ole suljettu konkatenaation suhteen. Esim. kielet
A={0}ja B={1} ovat symmetrisid, mutta niiden konkatenaatio Ao B = {01} ei ole.



Arvostelu: Kustakin oikeasta vastauksesta ilman perusteluja saa puoli pistetti. (a)-kohdassa
kustakin péteviisti vastaesimerkisté saa puoli pistetta lisdd. (b)-kohdassa konkatenaation vas-
taesimerkistd saa pisteen ja yhdisteen virheettomaésta todistuksesta kaksi pistettd. Pienesta vir-
heesta tai epatarkkuudesta vahennetdan neljannespiste. Tyypillinen pieni epatarkkuus on esi-
merkiksi ilmaista (a)-kohdan ensimméinen vastaesimerkkikieli muodossa 0™10™, joka voitaisiin
myo6s tulkita kieleksi, joka siséltdd yhden merkkijonon.

Tyypillinen isompi virhe on ymmértda symmetrinen kieli kieleksi, jonka kaikki merkkijonot
ovat palindromeja. Nainhén ei ole. Esimerkiksi kieli A = {ab,ba} ja tehtdvin 1(c) kieli ovat
symmetrisia. Tasta ei ole sakotettu, jos annettu vastaesimerkki on patevd myds oikean tulkinnan
mukaan, mutta (b)-kohdan yhdistetodistuksessa tésté on vdhennetty piste.



