Chomskyn hierarkia

Formaalit kielet sijoitetaan perinteisesti vaikeutensa perusteella eri tasoille
Chomskyn hierarkiaan:

taso O: tunnistettavat kielet, voidaan tunnistaa Turingin koneella

taso 2: yhteydettomat kielet, voidaan tunnistaa pinoautomaatilla
ja tuottaa yhteydettomalla kieliopilla

taso 3: saanndlliset kielet, voidaan tunnistaa aarellisella
automaatilla ja tuottaa oikealle lineaarisella kieliopilla (ks. harj.
7) tai sdaanndllisella lausekkeella.

Tarkastelemme tassa lyhyesti kurssin ” formaalien Kielten maailmankuvaan
ajanpuutteen vuoksi jaaneita aukkoja:

e Millaiset Kieliopit vastaavat Turingin koneita (taso 0)7?

e Mita on tasolla 17

Tama ei kuulu kurssin koealueeseen, mutta saattaa helpottaa yleiskuvan
saamista kurssin sisallosta.



Turingin konetta vastaava kielioppiformalismi on rajoittamattomat kieliopit.
Rajoittamaton kielioppi on nelikko G = (V, %>, R, S), missa

1. V on aarellinen muuttujien joukko

2. ¥ on paatesymbolien joukko, jolla XNV =0

3. R on aarellinen joukko sdantdja muotoa u — v, missd u € (Z U V)T ja
ve (XZUV)*ja

4. S cV on lahtosymboli.

Tama laajentaa yhteydettomia kielioppeja siten, etta saanndon u — v vasen
puoli v saa olla mika tahansa epatyhja merkkijono, ei pelkastaan yksi
muuttujasymboli.

Kuten yhteydettomien kielioppien tapauksessa, merkitsemme w = w’, ja
sanomme etta w johtaa suoraan merkkijonon w’, jos voidaan kirjoittaa
w = zuy ja w = xvy, Missa (u - v) € R. JOS wo=>w1=...= Wnp_1 = Wn,

sanomme etta wo johtaa merkkijonon w,, ja merkitsemme wq = Wy, .
Kieliopin tuottama kieli on L(G) = {w EX*|S=>w }



Esimerkki Kieli

A={a'b'c'|ieN}
tunnetusti ei ole yhteydeton. Se voidaan kuitenkin tuottaa
rajoittamattomalla kieliopilla

S — aAbc|abc|e
A — aAbC |abC
Cb — bl
Cc — cc,

missa on kaytetty samoja merkintakonventioita kuin yhteydettomille
kieliopeille.

Esim. merkkijonolle aaabbbccc saadaan johto

S=aAbc=-aaAbCbc=-aaabCbCbc=-aaabCbbCc
= aaabbCbCc=-aaabbbCCc=-aaabbbCcc=-aaabbbccc.

O



Kielioppien ja Turingin koneiden yhteys on seuraava.

Lause Kieli on Turing-tunnistettava, jos ja vain jos jokin rajoittamaton
kielioppi tuottaa sen.

Todistushahmotelma: Kun on annettu rajoittamaton kielioppi G, kKieli
L(G) voidaan luetella seuraavasti:

1. Kay lapi kaikki yhden pituiset johdot S = wi ja tulosta kaikKkKi
paatemerkkijonot wy; € 2_*.

2. Kay lapi kaikki kahden pituiset johdot S = w; = w»> ja tulosta kaikki
paatemerkkijonot wo € 2_*.

3. Kay lapi kaikki kolmen pituiset johdot S = w1 = wo = w3 ja tulosta kaikKki
paatemerkkijonot ws € >*.

Muodostetaan Turingin kone M, joka syOtteella w simuloi tata prosessia ja
hyvaksyy, jos merkkijono w tulostuu jossain vaiheessa. Jos merkkijonoa w
koskaan ei tule, M jaa ikuiseen silmukkaan (paitsi jos L(G) on aarellinen,
jolloin M voi hylata, kun uusia merkkijonoja ei enaa tule). Nyt M tunnistaa

Kielen L(G).



Mielenkiintoisempi suunta on muodostaa annetulle Turingin koneelle
M= (Q,%x,T,4, QO7Qaccept7Qreject) Kielioppi G = (V,X, R, S), jolla L(G) = L(M).

Perusidea on tulkita Turingin koneen tilanteet

ULUD . . . Up QVIVD . . . Up, u;, v € M,q € Q,

merkkijonoiksi. Tata varten valitaan kieliopin muuttujiksi V =Q U (I' — X),
jolloin tilanteet ovat suoraan aakkoston V U > merkkijonoja.

Turingin koneen laskennan esittamiseksi liitetaan kielioppiin saantoja
seuraavasti:

e Jos 6(r,a) = (s,b,R), lisataan saantd ra — bs.

e Jos §(r,a) = (s,b,L), lisatdaan saantd cra — scb kaikilla ce I".

Nyt Turingin koneen laskenta-askelta ugv F v/¢’v’ vastaa kieliopin suora johto

! 1,0

ugqu = uqu'.

Laskennan alun ja lopun vaatimat yksityiskohdat sivuutetaan (ks. esim.
Sudkamp: Languages and Machines). O



Yhteydettomien kielioppien ohella toinen tarkea erikoistapaus on
yhteysherkat (context-sensitive) kieliopit, jotka maarittavat hierarkian
tason 1.

Yhteysherkassa kieliopissa kaikilla saanndilla v — v pitaa olla |u| < |v|.
Poikkeuksena sallitaan kuitenkin saanto S — ¢ edellyttaen, etta S ei esiinny
minkdadan saannon oikealla puolella. Kieli A on yhteysherkka, jos A = L(G)
jollain yhteysherkalla G.

Esimerkki Yhteydettoman Kkieliopin saanndissa u — v patee aina |u| = 1.
Poistamalla e-saannot (kuten Chomskyn normaalimuodon yhteydessa)
yhteydeton kielioppi saadaan yhteysherkkaan muotoon. Siis yhteydettomat
kielet ovat yhteysherkkia.

Toisaalta edellinen esimerkki itse asiassa osoittaa kielen { a’bic’ |i e N}
yhteysherkaksi. Siis kaikki yhteysherkat kielet eivat ole yhteydettomia. O

Nimitys " yhteysherkka” tulee siita, etta tallaisen kieliopin saannot voidaan
muuntaa muotoon zAy — zwy, Missd A€V, z,ye (VUXZ) jawe (VUX)T.
Siis saantda A — w saadaan soveltaa vain " kontekstissa” = .



Lause Yhteysherkat kielet ovat ratkeavia.

Todistushahmotelma: Erikoistapausta S = ¢ lukuunottamatta missa
tahansa yhteysherkan Kieliopin johdossa

S:>w1:>w2:>...:>wn

patee
1 <fwi| <fwo| <o <Hwpl.

Siis erityisesti jos kysytdidn jostakin merkkijonosta w, pateekd S = w, niin
riittaa tarkastella johtoja, joiden vadlivaiheiden w; pituudet |w;| ovat
korkeintaan |w|. Koska tallaisia vdlivaiheita on adrellinen maara, voidaan
esim. kayda lapi kaikki niiden jarjestykset ja katsoa, muodostuuko laillinen
johto. O

Tarkemmin voidaan osoittaa, etta kieli on yhteysherkka, jos ja vain jos se
voidaan tunnistaa lineaarisesti rajoitetulla automaatilla (linear-bounded
automaton, LBA). Tallainen automaatti on epadeterministinen Turingin
kone, joka ei kayta nauhatilaa enempaa kuin syotteen pituuden verran, ts. ei
koskaan Kirjoita mitaan tyhjamerkin paalle.



Yleisia, yhteysherkkia, yhteydettomia ja oikealle lineaarisia Kielioppeja
kutsutaan vastaavasti tyypin 0, 1, 2 ja 3 kieliopeiksi. Saadaan seuraava
Chomskyn hierarkia:

tyyppi kieli kielioppi automaatti
0 tunnistettava rajoittamaton Turingin kone
1 yhteysherkka yhteysherkka lin. rajoitettu
2 yvhteydeton vhteydeton pinoautom.
3 saanndllinen  oikealle lineaarinen aarellinen autom.

(Oikealle lineaarisista kieliopeista ks. harjoitus 7.) Ylempi taso sisaltdaa myos
kaikkien alempien tasojen kielet. Lisaksi tiedamme, etta

e kaikki Kkielet eivat ole edes tunnistettavia,

e tasot ovat erillisia (esim. on olemassa yhteysherkkia ei-yhteydettomia
Kielid) ja

e yvhteysherkat C ratkeavat C tunnistettavat.



kaikki kielet

EQ+wm ATm

tunnistettavat

ATm
ratkeavat
yhteysherkat Chomskyn hierarkia ja eraiden kiel-
{aibiCiMeN} ten sijainti sen suhteen

{ alb’ |i € N }
saanndlliset

{ai|;eN}

| | yhteydettomat




